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摘要 :本 文 以 傅 里 时 级 数 作为 基础 ,对 于 已 知 有 限 个 点 的 位 置 
的 信号 进行 了 还 原 。 接 着 对 于 没有 精确 信号 测量 的 信号 进行 
了 了 还原。 最 后 ， 对 于 信号 还 原 在 量子 力学 中 的 一 个 应 用 (对 
de Hx ST ANGE SA Be Ae BRUIT" Be tec A E PR CER CAE TT 
计算 ) 进行 了 讨论 。 


Abstract: In this paper, we use Fourier series as basis to restore 


signals for which only limited number of amplitude 
measurements at different values of the independent variable 
are known. After that, we obtained a method of restoring 
signals of non-precise measurements. At the final, we discussed 
an application of signal restoration on quantum 
mechanics(calculation of the energy eigenfunction of particles 
entering a potential barrier when moving in a one dimension 
path). 
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第 一 章 : 具有 精确 信号 测量 的 连续 信号 还 原 
设 一 个 周期 T 已 知 的 周期 信号 ， 可 取 其 振幅 值 为 傅 里 叶 级 数 : 


x= f(t) = ag +> (an cos nwot + b, sinnwot) 


N 
4| 


2 
al = 7 f^, xdt 为 平均 振幅 
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x cos nwotdt 


NIH 


2 
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xsin nwotdt 


NI 


不 难看 出 ， 得 出 周期 信号 的 函数 ， 需 要 对 至 少 一 个 周期 的 图 像 有 确 


切 的 掌握 , 但 当 对 于 


信号 的 掌握 仅 限 于 有 限 个 点 时 ， 则 不 能 解 出 精确 的 as 和 bn 。 此 时 ,不 妨 取信 和 号 为 有 限 个 频率 


不 同 的 正弦 及 余弦 函数 的 和 : 


K 
X — ag +> (a, cos nwot + b, sinnwot) + I 


n-1 


xus [on cos(K + 1)wọot, N 一 1 为 奇 
0， N 一 1 为 偶 


n= {et N 一 1 为 奇 
2K+1, N 一 1 为 偶 


中 N 为 所 取 的 信号 总 数 。 设 这 些 信号 为 : 


I 


f(t1) = x1 
f(t2) = X2 
f(t3) = x3 
f(ty) = Xv 


下 面 根据 N 的 奇偶 性 进行 分 别 讨论 。 若 N 为 偶 ; 


N 
ao 十 ai coswọt + bįsinwọt + azcos2wot 十 bzsin2wot 十 … 十 aN-2C08 —,— wot 
2 


N 
十 bN_2Sin ——— Wot + aycosz wot- x 
m 2 z 2 
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N 一 2 
ag + ai coswoti 十 bisinwoti 十 azcos2wotl 十 bzsin2wotl +- + an-2 cos —,— Woti 
2. 


十 bw-z2sin 一 > wot: 十 aN C0S z Wot =X] 
2 2 


2 
; f N 一 2 
ag + ai coswọtz 十 bl sinwọtz + a; cos2wgt; 十 bzsin2wot? 十 … 十 aN_2COS Wot> 
EE 
`. N- N 
+ bN-2sin 一 7 Wot2 + an COS z Wot2 =x, 
2 2 
. . N-2 
ao + a4 COSWotN + b4sinwoty + a? cosZwgoty 十 b;sinZwgoty + ©: + aN-2COS wot 


2 


N 
+ by-2sin Wot + an cos 7 Wot = XN 
2 zZ 


Wan = lo5-4 (Kao 外 ) , b, zs l25; 则 有 


N 
1 cosw,, sinwt  cos2w = Ccos—w,, 
2 
让 
0 2 0 2 0 2 0 2 
2 l [3 ] 
1 
: l |x2 | 
1 cosW sinw, cos2wy, -- cos S We, "E EN 
l 23 | X4 | 
] cosw,, sinw,  cos2wy, -:- cos zi Wot, : XN 
Lia] 
[? coswoty sinwoty cos2woty -- FOSC VU | 
1 cosw,y, sinw cos2w -- cos wifi 
1 i 2 
coswot, sinw, COS2W,, + cos P We, 
1 cosw,, sinw, cos2wy, = COS—wot 
设 073 0 3 0 3 2 0 3 -K 
1 coswy, sinw, cos2w,y, -- dd 
0 4 0 4 0 4 2 0 4 
|! coswoty sinw, cos2w,y, -- cos m Wet, | 


并 设 该 N 阶 行列 式 的 值 为 |K| = A- 
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N 
X, cosw,, sinw  cos2wy, = COs— wt 
1 0 1 0 1 0 1 2 0 1 
X, CcOSWM, sinwt,  cos2w,y, -- 008 Wols 
t inwts cos2wt d t 
: X,  COSW, sin w, W Em —W 
X 3 073 073 073 2 0 3 =M; 
X, COSWM, sinwts  cos2w,y, -- cos x Wet, 
|*x coswoty SİN Wọfy cos2wy, -:- cos > woln | 
| N 
] x sinwt cos2wy, : COs— wif 
2 
l 2 N 
1 x, sinw,, cos2wy, -- cos S Wo, 
; N 
1 x, sinwy, cos2w,y, =  cos— w 
2 = M, 
. N 
1 x, sinw,y, Cos2wt, -- cos px Wet, 
|! Xy Sinwy, Cos2woty -- SOS Wifi 
2 
1 cosw,, sinwt cos2wy, ¢ X 
1 coswt, sinwt, cos2wy, © x, 
1 cosw,, sinw,, cos2wy, -- x 
í = My 
1 coswy, sinwy, cos2wy, -- x, 
|1 coswy, sinwy, cos2wty = Xy] 
Xx 
X2 


JL. EHE K 的 第 a 列 ， 则 形成 的 新 矩阵 序号 为 Ms。。 这 种 新 形成 的 正方 形 短 P 


有 N 个 。 根 据 线形 方程 的 求解 方法 ， 可 得 
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这 样 ， 就 求 出 了 各 个 谐 波 之 前 的 系数 及 平均 振幅 。 
下 面 讨论 N 为 奇数 的 情况 : 


与 N 为 偶数 的 情况 类 似 ，N 为 奇数 时 各 个 谐 波 前 的 系数 与 平均 振幅 ao 也 可 用 行列 式 解 
线形 方程 的 方法 求 出 。 但 这 时 矩阵 K 变 为 
f coswź, sinwt  cos2wM, -- sin —— wy, 
1 cosw,, sinw,, cos2w,, + sin———wy 
1 cosw,y, sinw, cos2wy, -- sin mx Wet, m 
1 coswy, sinw, cos2wy, -- sin — Wof, 
E cosw,f, sinwyt, cos2wty = sin ———wyt,y | 
Xi 
x 


nh 


HPEREREIUPEM, 为 列 x SARIE A 的 第 a 列 所 形成 。 而 计算 平均 振幅 以 及 各 个 谐 波 


XN 


之 前 的 系数 的 方法 同样 为 


-天 
A 


n 


pta 


m 


lyi- 


以 上 即 为 具有 精确 信号 测量 的 连续 信号 还 原 方法 。 这 一 方法 合理 的 依据 为 
1. 该 方法 还 原 出 的 信号 精确 地 经 过 每 一 个 测量 点 。 
2. 当 以 各 个 谐 波 的 系数 作为 自 变 量 时 ， 各 个 自 变 量 之 间 不 存在 高 度 的 相关 性 〈 即 无 多 重 
共 线 性 )， 因 此 可 用 解 线 形 方 程 的 方法 计算 系数 。 
3. 该 方法 还 原 出 的 信号 共有 与 已 知 周期 相同 的 周期 。 
4. 该 信号 的 表达 式 满 足 侍 里 叶 级 数 的 形式 。 虽 然 是 有 限 重 的 谐 波 合 加 ， 但 满足 


T 
站 到 

ao = z Er xdt 
2 
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xcos nwotdt 


[9] 

5 

I 

— 

ng 

zi 
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2 
ba = lzan = < [sin nwotdt 
E 


第 一 章 ， 具 有 不 精确 信号 测量 的 连续 信号 还 原 
设 ， 对 于 一 个 信号 x， 有 测量 


所 做 的 测量 数目 同样 为 N。 


"n | x, Hwy 
Ni X; TIE 
T "s e. X% Ji r AER 
Bx, = 所 对 应 的 精确 理论 值 为 x = ， 则 设 一 矩阵 d = x 一 xy = 
Xh ža Ai 
X 
f Ly AV 


矩阵 d 表示 的 是 各 个 测量 值 与 理论 值 的 差别 。 
假定 信号 的 周期 7 已 知 ， 在 ts 所 做 的 测量 值 误 差 范 围 为 +e。(a=1，2，3...)， 则 所 还 原 
出 的 信号 应 满足 
当 


时 ， 则 应 有 


N 
> z0 
n=1 


这 是 因为 测量 值 误 差 呈 对 称 状 分 布 ， 当 测量 值 足够 多 时 (多 到 可 以 精确 地 还 原 一 个 信号 
时 )， 某 一 误差 总 能 找到 与 跟 其 相对 称 的 误差 距离 很 近 的 误差 值 ， 因 此 ， 实 际 误差 值 的 求 和 
应 与 0 相近 。 在 理论 上 的 计算 时 应 取 。 


N 
$ Go -xm)=0 
n-1 
即 和 矩阵 d 各 项 的 和 为 0。 
而 当 每 个 测量 点 的 误差 范围 不 相同 时 , 也 应 有 这 一 基本 的 假设 : 测量 值 发 生 在 z 值 的 # 
率 仅 与 z 与 理论 值 差 的 绝对 值 与 该 测量 值 所 对 应 自 变量 取 值 中 一 半 误 差 范围 的 比值 有 关 。 由 
于 有 着 上 下 波动 的 误差 范围 是 随机 错误 所 致 , 又 可 假定 测量 值 与 理论 值 的 差 得 某 一 值 满足 


E 


Ti 
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下 面 ， 将 分 两 种 情况 进行 讨论 对 于 信和 号 的 还 原 。 
第 一 种 情况 为 ， 所 有 测量 的 自 变 量 值 满足 


t, 十 K7 *t, 


m —1,2,3--- 
k 21,2,3--- 
n=1,2,3.… 


T 即 为 已 知 的 信号 周期 。 上 式 意义 为 测量 所 取 的 自 变 量 值 中 ,没有 任意 两 个 间 的 距离 
为 周期 的 整数 倍 。 这 时 ， 所 还 原 的 信号 应 为 一 个 信号 范围 。 因 此 ， 需 要 确定 信号 的 上 界 和 下 
界 。 在 这 一 过 程 中 ， 为 了 满足 各 误差 范围 相同 时 实际 误差 值 和 为 0， 并 且 测 量 值 与 理论 值 的 
差 得 茶 一 值 的 概率 满足 正 态 分 布 ， 要 先 求 出 正 态 分 布 的 函数 解析 式 : 


(s 1 E 


d 202 

其 中 z 为 绝对 误差 值 。 由 于 误差 范围 已 知 , 而 正 态 分 布 实 际 为 一 个 自 变 量 取 值 无 限制 的 
函数 ,可知 误 差 范围 并 非 函 数 的 取 值 范围 , 而 是 满足 在 误差 范围 内 正 态 分 布 曲线 下 的 面积 与 
1 十 分 相近 的 值 。 又 由 于 没有 足够 的 已 知 值 来 计算 精确 的 标准 差 ， 不 妨 取 误 差 范 围 的 一 半 为 
3 倍 标 准 差 。 这 样 ， 曲 线 下 的 面积 大 概 为 0. 9987。 因 此 可 得 : 


2 


(=e 
z) = 二 -一 an= y 
T 元 3J2n 
根据 正 态 分 布 的 标准 化 变换 ， 当 
z-pu 
u- 
[0] 


时 ，u 可 根据 高 斯 分 布 的 积分 结果 进行 概率 计算 。 在 这 里 ， 平 均值 H 为 0〈 因 为 分 布 是 
关于 理论 值 对 称 的， 而 理论 值 的 绝对 误差 值 为 0) , 而 标准 差 满足 


现在 把 误差 范围 的 一 半 当 作 常 量 处 理 。 高 斯 分 布 的 函数 解析 式 为 


1 xv 
quU 2 


设 有 值 


V1 v2 V3 3 
du = du = du =- = d 
OT NO u | oau=…= | ECT 
求 这 些 值 的 方法 为 
当 N 为 偶数 时 ， 在 标准 正 态 分 布 的 数值 表 上 im 二 2 个 值 ， 第 一 个 值 所 对 应 的 面积 值 Ai 融 


要 满足 等 式 Ai — io E, 而 接 下 来 每 一 个 值 所 对 应 的 面积 值 都 比 其 右 方 下 一 个 值 所 对 应 的 面 


PIEDS, 一 直 取 到 第 -过 个 值 (该 值 所 对 应 的 面积 值 应 与 3 所 对 应 的 面积 值 差 =)。 取 完 这 > 
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个 值 后 ， 求 出 它们 的 负 值 
出 所 有 的 u 值 。 


当 N 为 奇数 时 ， 在 标准 正 态 分 布 数值 表 上 取 ME 2B 


足 Al 一 >= METKA 


并 从 左 至 右 依次 编号 ， 即 可 得 vt,vz …vN_2， 加 


NU 
n" 


1 
N 


一 直 取 到 第 个 


S 
Ho 
-H 


可 根据 一 3, V, V2 c do s eT u 值 求 出 


所 对 应 的 z 值 分 别 为 ztzz …zN 。 其 中 


Z1 三 一 ea 
步 划 分 ， 设 


进 


于 ea 实际 为 一 变量 ，j 


3U 
Zz = — 


ea 


ZN = ea 


Zla» Z2a --- ZNa 


个 值 所 有 对 应 的 面积 
个 值 所 对 应 的 面积 值 都 比 其 右 方 下 一 个 值 所 对 应 的 面积 


值 (该 值 所 对 应 的 面积 值 应 与 3 所 对 应 的 面积 值 差 )。 取 完 这 个 值 后 
站 的 负 值 ， 并 从 左 至 右 依次 编号 ， 即 可 得 vi,vz Vn- WME 3，-3 和 0 即 可 求 出 所 


ges Z 值 。 设 一 3, V1,V2 .…VN_1;3 从 前 到 后 


Xn 一 
Xp) — ZN-1)2 
_| Xf3 ~ ZN-2)3 
|^ — Z(N-4)5 | 


ZN1 


上 3 和 -3 即 可 求 


EA i 


(A 
少 


, 


d 
N 


Lx cg d 


所 对 应 的 是 误差 范围 一 半 为 ea 时 的 z 值 。 有 了 这 些 值 以 后 ， 可 确定 信号 的 下 界 满足 
X Z 
[| [2 
IX2| |722 | 
[xs] 173 | 
| x4 |+ | Z44 |-x, 
| x; | | Z55 | 
El 
而 信号 的 上 界 应 满足 
ZN1 
ba 
px] [4-2] 
[x| |zN-2)3| 
| x4 |+ [ZN -3)4 | =x; 
| Z(N -4)5 
XN Z1N 
如 此 一 来 就 可 得 矩阵 表示 的 线性 方程 组 
ds E 
[ ; N 
1 cosw,, sinw, cos2wot COS Wot, 
1 coswy, sinw, cos2wot, cos — wot, do 
L 
1 cosw,, sinw, cos2wots cos 7-Wef, | L, 
l 
1 coswots sinw, cos2wots COS — Wot, : 
Lv 
i COS Wotw sinwoty COs2woty COS — Woly | 
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22r 
Hu hA 
- x - 
1 coswy, sinw  cos2wy, = COs— wt 
0 1 0 1 0 1 2 0 1 
. N [ a ] 
1 cosw,, sinw, cos2wy, = co MO 0 Xf1 一 Z11 
l X Z 
N 1 f2 22 
1 cosw,, sinw, cos2wy, :: cos—wt L |-|Xm 7 233 
073 073 073 073 x 2 
2 l Xf4 — Z44 
N 3 
1 cosw,, sinw, cos2wy, = POS S Mofa : XN — ZNN 
Liva] 
1 t i t 2w,t ie ad t 
| COSWy, sinwoty COs2woty S05 HO n | 
这 是 N 为 偶数 的 情况 。 当 N 为 奇数 时 则 有 
信号 上 界 : 
| ; . N- 
1 coswt sinwt cos2w == sin —— Wy, 
2 
1 cosw,, sinwt, cos2w,, -- sin =—— wh [329] [ xf 一 zi 
| h | [X2 —Zm«-12]| 
; : zx l Xf3 — ZN- 
1 coswy, sinw, cos2wots -- sin wots |x | 2 |= | s —Z«-23| 
ls Xf4 — Z(N-4)5 
i i a — | | | | 
1 cosw,, sinw, cos2wy, -- sin 7 Wet, ly4 XfN 一 Z1N 
.N= 
区 coswoty sinwoty Cos2woty … sin wotv | 
2-2 rr 
Hs hA 
1 cosw,y, sinw,  cos2w,, == sin — Wo, 
; . N-I a 三 
1 cosw,, sinw,  cos2wy, = sin——— wit, [ L | pša] 
2 | | [Xe 222| 
。 一 1 | 1 |_| xg — zzz | 
1 cosw,, sinw, Cos2wots -- sin wot IX] lz |5| Xg — Z44 | 
i ed | | 本 
1 cosw,, sinw,  cos2wy, = sin 3 Wot, N-1 
k coswoly Ssinwoty Cos2woty … sin TE Wolf y | 
X5 X N XN 的 和 矩阵 为 KE， 其 行列 式 值 为 A， 并 用 


Xp) — Z Xt) — Z(-1)2 


| Xs — 753 | ( 当 计算 下 界 时 ) 或 BS p o | ( 当 计算 上 界 时 ) EHÉK 的 第 a 列 形 


| Xf4 " Z44 | 


二 Xq ZZ 
| 24 f1' ZN1 


Ux - zn 


成 Ms。。 则 谐 波 的 系数 解 为 


Xm 一 Z1N 


x 
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ig 
^g 

NA 
ua 


- M 
h A 


M 
bya -H 


信和 号 得 以 还 原 。 该 还 原 的 方法 , 是 将 概率 平均 分 布 到 各 个 误差 范围 内 得 出 近似 理论 值 的 
还 原 方法 。 当 N 足够 大 时 并 且 各 个 误差 范围 ， 还 原 出 的 信号 满足 等 式 


N 
> Co -xm)=0 
n=1 


信号 上 界 的 意义 为 ， 在 第 一 个 自 变 量 测量 值 所 对 应 的 理论 值 向 上 移动 误差 范围 的 一 半 ， 
之 后 向 上 移动 的 距离 逐渐 减少 , 并 开始 向 下 移动 , 并 在 最 后 一 个 自 变 量 测量 值 所 对 应 的 理论 
值 向 下 移动 误差 范围 的 一 半 。 而 信号 下 界 则 正好 相反 。 信 号 的 上 界 和 下 界 都 满足 了 在 将 测量 
误差 平均 地 分 布 在 整个 误差 范围 的 特性 , 应 该 是 属于 还 原 范 围 内 最 为 合理 的 两 条 信号 线 (还 
原 范围 及 信号 上 界 和 下 界 所 夹 的 面积 )。 
下 面 来 讨论 第 二 种 情况 ， 测 量 的 自 变 量 值 满足 


m, 十 kT = m, k4 = 1, 2; 3 as mı = 1; 2; 3 E uv 一 1; 2; 3 iss 
tm, + k,T = tr, k, = 1, 2, 3... m; 一 1; 2; 3... my 一 15 2; 3... 
m, + ksT = tng k; = 1, 2, 3... ms 一 1; 2; 3... mg 一 1, 2; 3... 
tm， p1 十 k, T 一 tmz "E ka = 1, 2; 3 Des m», +1 一 1, 2; 3 FT 
m», 42 一 1, 2; 3 .,U71,; 2, 3 abad 


u 为 从 £t. s 满足 加 上 正 整数 倍 周期 长 度 为 只 一 测量 自 变 量 值得 数 且 0 < u <N, 


Umax —N-1. 


Xtmji +1 去 Xfm2zn 42 


n-1. 2, 3.. 
n 为 可 变 正 整数 
这 一 情况 中 ， 两 个 或 多 个 相隔 整数 倍 周期 的 点 测量 值 不 同 。 但 理论 上 , 在 一 个 周期 信号 
中 ,相隔 整数 倍 周期 的 点 振幅 应 该 是 相同 的 。 而 如 果 用 第 一 种 情况 中 将 概率 平分 到 整个 误差 
范围 的 方法 进行 还 原 ， 则 不 一 定 会 让 相隔 整数 倍 周期 的 点 还 原 到 同一 振幅 。 因 此 ， 对 于 相隔 
整数 倍 周期 的 点 ， 需 要 用 另外 的 方法 单独 还 原 。 
如 前 文 所 说 ， 当 各 个 误差 范围 相同 时 ， 在 理论 近似 中 有 
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N 
2,6. —Xg&)20 
h= 


因此 ， 当 把 相隔 整数 倍 周期 的 点 单独 计算 时 ， 它 们 也 应 该 满足 这 个 规律 。 由 于 误差 是 呈正 态 
分 布 的 ， 要 满足 这 一 规律 ， 需 计算 相隔 整数 倍 周期 的 点 的 振幅 为 所 有 测量 值 的 平均 值 。 而 当 
各 个 误差 范围 不 同时 ， 可 用 如 下 的 线性 方程 组 求解 : wx 
tole Ios tt ETS b es , ta de D S ua 
Bx = x, ex. = Xx, eX 
则 

x + Kiel = Xf 

X + k;e; = Xp 

X + kze; = Xf3 


X 十 kc = Xh 
Ck, 与 ev 的 积 表 示 了 测量 值 与 理论 值 的 偏差 ) 


但 由 于 未 知 数 的 数量 比方 程 的 数量 多 一 个 ， 该 方程 组 不 能 求解 。 此 时 ， 可 以 近似 地 将 所 
有 取 平 均值 


y» uut. zea -a 
K= a=10-o 3y m 


KHA KE 0 时 所 得 的 方程 组 显然 是 廖 误 的 。 因 此 ， 将 所 有 K 取 0 后 得 到 的 方程 组 意 
义 应 为 对 于 x 有 着 n 个 不 同 的 测量 值 。 T x 的 值 也 应 该 计算 为 这 些 测 量 值 的 平均 值 。 
计算 过 了 平均 值 后 , 可 将 所 有 相隔 整数 倍 周 期 的 点 的 理论 值 近似 为 测量 值 的 平均 值 。 结 
合 其 他 点 的 还 原 ( 使 用 第 一 种 情况 中 的 方法 )， 同 样 可 用 有 限 重 谐 波 的 全 加 还 原 信号 ， 并 列 
出 一 个 线性 方程 组 来 解 出 各 个 谐 波 的 系数 。 
第 三 章 : 一 维 运动 的 粒子 在 穿越 方 势 垒 时 的 能 量 本 征 方 程 
设 有 一 维 方 势 爸 满足 ， 朝 其 运动 的 一 个 粒子 具有 能 量 E，E 小 于 势能 驹 中 的 势能 
Vo(0<X<al) 
M B xa) 
量子 力学 上 ， 对 于 这 种 势 垒 经 常 研究 的 是 势 垒 的 反射 和 透射 特性 。 
在 势 争 外 ， 粒 子 的 能 量 本 征 方程 为 
d’ 2mE 
de 


w=0 


它 的 解 可 取 为 w(x) =e** ， 其 中 8 = V2mE /及 (有 为 约 化 普 朗 克 常 量 ， 为 M2m 。 这 
两 个 解 是 线性 无 关 的 。 
根据 解 的 形式 , 可 规定 粒子 沿 x 轴 正 方向 入 射 势 又 时 , 入 射 波 为 e 如 ,而 反射 波 为 e-i 既 。 


y igx + Feis x —0 
可 得 再 (x) = . 
EGO Te xa 


在 势 爸 内 ， 能 量 本 征 方程 为 
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其 通 解 形式 为 4e“ -Be ^, G= 


可 证 明 ,， 当 粒子 的 运动 路 径 局 限 在 一 个 维度 中 时 ， 其 波 函 数 及 波 函 数 导数 在 势能 及 其 变 
化 量 有 限 的 变化 边界 处 连续 。 可 设 势能 的 函数 为 
VW x>5s 
VG9 — le x<s 


S 为 x 坐标 轴 上 的 坐标 量 。 IC SEN 


dx Uos TE- V6)lyGo 
ge as 


f : 2 a-cz 
imiy G2-wG-21--5zHm| E- VO 


于 [E 一 V(x)] 业 (x) 有 限 ， 上 面 等 式 右 边 的 积分 值 趋 于 0。 所 以 

y (s+z) = yọ (s-z) 

即 证 明了 由 Co) 的 导数 在 s 处 连续 ;由 于 导数 连续 由 Co 也 是 连续 的 。 
在 一 维 势 垒 的 情况 中 , 可 用 已 证 明 的 上 述 定理 推定 , 在 x 为 0 及 a 时 波 函 数 及 其 倒数 连 


由 于 x=0 时 波 函 数 与 其 导数 连续 ， 可 得 
1+R=A+B 
i 
ed —F)+A+B 
又 可 得 


相似 地 ， 由 于 x=a 时 波 函 数 和 其 导数 连续 ， 


Ae** + Be ** 2 Te 


Ae — Be ** En 1B o'sa 
G 


A= T(1,18], iga-Ga 
2 G 


T ig 
An — -2\ piga +Ga 
A 


联 立 两 个 求 A 和 两 个 求 B 的 等 式 ， 可 去 掉 A MB 得 
1-8 )«rü- £)- (is 2). iga-Ga 
G G G 
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estt 


消去 F， 可 得 


Teat" 


Te 8*9 — 1 


Te 5-92 — 1 


Te 5*9 E 3 ER 


Teiga — 


z] 


1 一 (8) |ahca 一 2iÉ chGa p 


= & ee 
G 


-1 


1 


一 2ig/G 
g/ e 


4g°G? 


即 为 势 急 的 透射 系数 。 
相似 地 消去 T 可 解 得 


Feiga — 


IF[ - 


(e- 


2Ga — 


1 +z) shca - 2iGg 


G? ) sh^Ga - Ag? G^ch^Ga 


F(1 + 站 
G -站 
Haes 
p E 


ig 
0+ 


2 
4 十 £) shGa 
2 =E 
G2 
€ 
eiga 


G +G°)sh°Ga 


(s 


为 势 垒 的 反射 系数 。 从 运算 中 可 看 出 ,在 T 和 F (以 及 透射 系数 和 反射 系数 ) 的 计算 中 


^.G jj sh’ Ga+4g°G? 


ade 


AR EIRATA A8 A EAEE o 但 运 上 


信号 还 原 的 方法 ,可 在 不 知 


道 这 两 个 参数 的 情况 下 对 
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于 粒子 的 波 函 数 进行 计算 。 


在 x<0 时 
wy (x)=e™ +Fe 
— (cos gx+isin gx)+ F (cos gx—isin gx) 
-(F +1)cos gx-- i(1— F)sin gx 
在 x«a 时 
y(x)- Te 
=T cos gx * iT sin gx 


可 看 出 粒子 的 波 函 数 为 一 个 复数 域 上 的 周期 信号 。 粒 子 的 波 函 数 表 示 了 粒子 的 概率 振幅 ， 
而 多 个 概率 波 的 相干 琶 加 性 为 : 空间 中 任何 一 点 的 总 体位 移 幅 度 为 各 个 波 在 这 一 点 的 位 移 幅 
度 求 和 。 因 此 ， 如 果 有 多 个 能 量 各 不 相同 但 均 小 于 势 合 中 的 势能 的 全 同 粒子 (这 些 粒子 没有 
相互 作用 )， 则 可 设 波 函 数 为 


n 


yx) = > [(Fa + 1)cosgax+ i(1 — F4)sing,x] 


a-1 
y2mE, , 2x 
ga 一 一 7 为 粒子 总 数 


FOA n 个 x 值得 概率 振幅 ， 则 可 列 线性 方程 组 以 求 F 的 值 


n 


2.1. t 1)cosg,x, + i(1— F, )sing, xı] = A4 


a=1 


n 


XIe + 1)cosga x% + i(1 — F,)singa x;] = A; 


a=1 


NIE + 1)cosg, Xn +i(1 — F;)sing,x,] = A, 
a=1 
其 中 A AR. FAAEA, L EE EAA FHL 的 值 或 
F-1 的 值 。 
类 似 地 ， 在 求 T 时 有 


Hu 


n 


y(x)- 2. [Teosgax+ iTsing,x] 


a-1 


通过 列 线性 方程 组 


n 


2 [T, cosg4x, + iT, singax1] = A4 
a=1 
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n 


> cosg, X, + iT, sing,x;] = A; 


a=1 


2:05 cosgaxn t iT; sing,x,] = A, 

a=1 
即 可 求 出 对 于 不 同 能 量 的 T 值 。 
但 是 因为 实物 粒子 能 量 本 征 函数 的 概率 振幅 为 物理 上 没有 意义 的 不 可 观测 量 , 要 得 知 所 
有 测量 点 上 的 概率 波幅 很 难 实现 , 因此 需要 用 一 些 手 段 来 减少 所 需 的 条 件 。 波 函 数 概 率 振 幅 
模 的 平方 表示 的 是 粒子 出 现在 空间 中 某 一 点 的 概率 密度 ,是 实际 上 可 以 观测 的 量 。 对 于 单个 
粒子 ， 确 定时 间 点 M， 在 M 时 粒子 应 已 经 穿 过 势 多 或 被 势 垒 反 弹 。 进 行 多 次 入 射 试 验 ， 每 
一 次 在 M 时 测量 粒子 出 现在 势 垒 的 左 侧 还 是 右 侧 。 在 试验 次 数 足 够 多 后 ， 设 出 现在 势 允 左 
侧 的 次 数 和 出 现在 势 垒 右 侧 的 次 数 比 为 ab， 则 可 算出 透射 系数 和 反射 系数 。 这 是 因为 有 

ITI? c Ir? 2 1 
b ITI? 


a |F|? 


Lm 


b 
va? + b? 


IT? = 


a 
F? = — 
va? + b? 


可 算得 在 势 垒 左 侧 和 石 侧 能 量 本 征 方程 的 概率 振幅 绝对 值 的 平方 对 能 量 本 征 函 数 所 在 
的 空间 积分 所 得 的 值 为 在 不 知道 势 牟 的 强度 和 宽度 时 可 以 求 得 的 值 ， 大 小 为 


a 
T———c(x«0) 
va? + b? 


(x > a) 


b 
va? 4 b? 
若 可 以 抓 到 概率 振幅 虚 部 为 0 的 点 ， 以 该 点 作为 粒子 的 初 态 ， 则 粒子 在 任 一 时 刻 的 概 
率 波幅 都 可 以 确定 (因为 苹 定 请 方程 只 含有 对 于 实践 的 一 次 偏 微 分 )。 
实物 自由 粒子 在 三 维 空间 中 以 动量 表象 的 傅 里 叶 变 换 表示 的 波 函 数 为 


1 i(p:r—Et) 
V(rt)- TEOL h^ d3p 


(27h)2 
初 态 表示 为 
1 ipr 
v(r0)- ;| ete dp 
(21h)2 
其 逆 傅 里 叶 变换 为 


1 zip 
VP = — | ee dsp 
(21)2 
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V(rt)- 


i[p-(—r' )-E(t—t' )] 
;| dsr fap - yG'^t) 
— 


= | exec. trt)y(r,t) 


3/2 E 
G(rtrt)- Iz expli E m (r- r^?) Ll 


2mih(t— t 2h (t— t) 
Af 
limG(rtirt)-2é&(r—r) 
tot 
所 以 


yt -G(rtrot) 
r 0 为 粒子 在 初始 时 刻 习 的 位 置 
换 为 一 维 运动 的 形式 即 为 


yx t) = G(x,t;x ot) 
自由 粒子 的 可 归 一 化 波 函 数 为 


i(p:r—Et) 
(rt)=e h 


本 征 函 数 和 时 间 因 子 为 
V(r,t) = y(r)e E^ 


$ 
I 
= 
amp 
EE 
m 


能 量 本 征 函 数 的 概率 波幅 为 


V(r,t 
VO) = D 
可 注意 到 含 时 波 函 数 与 能 量 本 征 方程 的 概率 振幅 是 不 同 的。 


根据 以 上 结论 ， 还 须 已 知 粒子 的 初 态 ， 即 可 以 任意 地 在 一 定 范围 内 得 出 n 个 测量 的 点 
的 概率 振幅 ， 以 此 进行 信号 还 原 。 而 对 于 势 鱼 左 侧 和 右 侧 的 能 量 本 征 函 数 ， 对 于 需要 得 知 的 
条 件 有 着 不 同 的 要 求 。 

对 于 势 垒 左 侧 (x<0) 的 能 EAR 需要 确定 位 于 x 轴 负 半 轴 某 一 点 坐标 及 其 概率 
波幅 。 设 该 点 坐标 为 站 概率 振幅 为 工 所 对 应 的 时 间 为 萎 ， 可 求 得 n 个 粒子 能 量 本 征 态 的 入 射 
波 概率 波幅 为 


3/2 :2 
my , ml (xj + j) 
I exp [i tius 


Air = e IE tA 
121 
3/2 A2 
my , mg Go +j) 
i x3] exp |i o e 
Wr IE E TOR 
121 
mi mj (Xn + p? 
[are] emp 2h (t, - t) 
Anr — e—iEıtn/ħ 


| 
ey 


—j«x,€«x;«--«x, «0 
El 为 第 1 个 粒子 的 能 量 
mi 为 第 1 个 粒子 的 质量 
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反射 波 在 -j 制造 的 波幅 应 为 


2 i(V2mEr(—))—Ett) 
Ax = 一 > e h 
tsi 


在 完全 反射 的 情况 下 ， 单 个 粒子 反射 波 在 x,t 形成 的 波幅 为 
m, 3/2 m (xo — x)? 
5l exp |i Ü 


Getae) Iz 2h (t — 
而 多 个 粒子 的 能 量 本 征 函 数 振幅 为 
n m, (x, — x)? 
—— olig h (t-t) 
e-iEt/h 
121 
由 此 可 知 自 由 完全 反射 粒子 的 波 函 数 为 
ube 


V(rt)—-e 
于 有 系数 F， 这 一 波 函 数 有 所 变化 。 可 得 


i(V2miE«C3)-5 t) 
sem 2mEjx/h 一 i-e h 


这 样 可 以 知道 不 完全 反射 反射 波 在 xt 所 形成 的 能 量 


本 
fe m exp |! kae) 站 


征 态 波 


波幅 为 
Aem Cp-u ie j-Et) 


1€ 


e| y nU e py V2mi Et) 
\ / ine ^ 


: bus] ej E mm Pon 


Ayr = | e-iEtz/A 


n [xl em 2h (C - 6) 


Anf = | eiEitn/A 


T 
S 


则 可 得 
Aa = Agr + Aar 


d —1,2,3..n 


值 。 


mj (=x, cien 


用 这 一 方法 求 出 n 个 概率 振幅 ， 则 可 进行 信号 还 原 的 计算 ， 


erm CD it) j-Et) 


EE :CD-5t) 
j Ye 


i(/2miEr CH- Eit) 
I- ġe R 


i -i(VzmBCD-EBb 
iie ? 


计算 出 对 于 不 同 能 量 F 的 


对 于 势 垒 右 侧 (x&>a) 的 能 量 本 征 函 数 ， 需 要 在 不 知道 势 爸 


宽度 的 情况 下 ， 得 知 


3 


J]， 满 足 ] 是 在 大 于 a 的 x 值 中 第 一 个 使 概率 振幅 为 正 实 
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可 求 出 在 J 几率 


RIRA 


bl 和 al 需要 用 各 个 粒子 单独 做 实验 , 在 多 次 试验 的 情况 下 测量 时 刻 M 粒子 出 现在 势 垒 右 


侧 和 左 侧 的 次 数 比 。 
依然 可 用 GG%,t;],t ) 计 算 n 个 概率 振幅 以 进行 信号 还 原 。 具 体 的 计算 为 


b 


20 
[zi] | B 


A eciEti /h f i(V2m1 El:] -Et) 
l=1 bi gm e A 

b 

Xia l 

m (x; 一 D] la? 4- b? 
E nhe EX "n eli 2h (t, — t) 

ages e-iEitz/h i i(/ZmjE J -Eit) 
121 24 e — AN. 


bi 


D 
ee whe BE 


An e—iEitn/ħ ' i(JZmiE ] -Eit) 
l=1 ia e A ~ 


类 似 地 ， 求 得 得 了 振幅 ， 可 用 用 解 前 文 列 出 的 线性 方程 组 的 方法 进行 信 
不 同 能 量 所 对 应 的 T 值 ， 以 还 原 能 量 本 征 函 数 。 
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